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Julija ima 3 stare kovanice. Zna da je jedna od
njih lazna 1 teza od preostale dvije.

Kako ona moze otkriti koja je kovanica lazna ako
vagu moze koristiti samo jednom?



Julija treba staviti jednu kovanicu na jednu
stranu, a drugu na drugu stranu vage.

Ako vaga pokazuje da su jednake teZine,
onda je ona treca kovanica lazna.

A ako vaga pokazuje da je jedna od ovih
dviju kovanica teza, onda je upravo ta lazna.



Zlatar ima 9 prstenova koji jednako izgledaju.
Sv1 su jednako teSki, osim jednoga koji je tezi od
ostalih.

Kako ce zlatar otkrit1 koj1 je prsten tez1 ako vagu
moze koristiti samo dva puta?



Zlatar Ce staviti 3 prstena s jedne strane 13 s
druge strane vage.

Ako je vaga u ravnotezi, onda se trazeni
prsten nalazi medu preostala 3 (koja nisu na
vagi); a ako vaga nije u ravnotezi, onda je
trazeni prsten medu ona 3 koja su teza.
Dakle, nakon prvog vaganja saznat ¢e medu
koja je 3 prstena trazeni lazni prsten.

Nakon toga postupit ¢e kao u rjesenju 1.
zadatka.

—



Arheolog 1ma 27 starith kovanica. Zna da je medu
njima jedna lazna 1 da je ona teza od ostalih.
Moze 11 on otkriti koja je kovanica lazna
koriste¢1 vagu samo 3 puta?



Arheolog moze podijeliti ovih 27 kovanica
u 3 skupine od po 9 kovanica.

Pri prvom vaganju na svaku stranu vage
stavi po 9 kovanica. Time ¢e nakon 1.
vaganja saznati medu kojih se 9 kovanica
nalazi laZzna.

Nakon toga nastavit ¢e kao u rjeSenju 2.
zadatka.




Cetiri bisera imaju jednak izgled i veli¢inu.
Janica zna da jedan biser 1ima drugaciju tezinu od
ostalih, ali ne zna je 11 on tezi 111 laksi.

MozeS li pomoci Janici da nade lazni biser? Vagu
mozeS koristiti samo dva puta.



Prvo na svaku stranu vage stavimo po jedan biser.

1. Ako su oba jednako teSka, oba su prava.

Tada mozemo usporediti 1 trec¢i biser sa pravim
biserom na vagi. Ako su tezine jednake, lazni je
cetvrtl. Ako tezZine nisu jednake, lazni je treci.

2. Ako prva dva bisera nisu jednake tezine, onda je
laZzni biser medu njima, pa su treci 1 Cetvrti biser
sigurno pravi.

Stavimo na vagu npr. prvi 1 trec¢i biser. Ako su
jednako teski, tada je drugi biser lazni. Ako nisu
jednako teski, tada je prvi biser lazni.
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Marko 1ma 75 sli¢nih prstenova. Svi su jednako
teSki, osim jednoga (laznoga), no za njega ne zna
je 11 tez1 11 laks1 od ostalih.

Moze 11 Marko otkriti je i lazn1 prsten laksi 111
tez1 od ostalih ako vagu moze koristiti dva puta?
(N1je potrebno otkritt KOJI prsten je lazan.)




Marko treba podijeliti prstenove u 3 jednakobrojne grupe. Na
jednu stranu vage treba staviti prvih 25 prstenova, a na drugu
stranu vage drugih 25.

Ako su te grupe jednako teSke, onda u njima nema laznog
prstena, pa jednostavno usporedimo tezinu trece grupe (u kojoj
je lazni prsten) s teZinom bilo koje od prve dvije grupe. Ako je
treCa grupa teza, onda je 1 lazni prsten teZi. U suprotnom je
laksi.

Ako prve dvije grupe nisu jednako teske, onda je u jednoj od
njih laZzni prsten, a u tre¢oj grupi su sigurno svi pravi.
Usporedimo tezinu trece grupe sa teZinom teze od prvih dviju
grupa. Ako Ce njthove teZine biti jednake, onda je lazni prsten
u lakSoj grupi, pa je 1 on laksi od ostalih. U suprotnom je tezi.

—



Na raspolaganju su utezi od:
19,29,409,809,160.

Marija ima 31 bombon, svaki tezak 1 g.
Dokazi da ona koristeci navedene utege moze
uravnotezitl vagu na €1j0j se jednoj strani
nalazi bilo koji broj bombona (od 1 do 31).



Ocito je kako ¢emo uravnoteziti 1, 2 ili 3 bombona.
Kad dodamo uteg od 4 g, na iste naCine mozemo
uravnoteziti 4, 5, 6 1l 7 bombona.

Ako tim kombinacijama dodamo I uteg od 8 g, time
¢emo uravnoteziti od 8 do 15 bombona.

A dodatkom utega od 16 g uravnotezit ¢emo 1 sve
ostale mogucnosti.




Na raspolaganju su utezi od:
19,39,90,279,810.

Petar Ima 121 ¢okoladicu. Svaka je teska 1 g.
On moze stavljati Cokoladice samo na lijevu

stranu vage, a utege na obje strane.
Dokazi da on na taj naCin moze uravnoteziti bilo

koj1 broj Cokoladica koji Ce staviti na lijevu
stranu vage.




Ako Petar na ljjevu stranu vage stavi 1, 2, 3 1l1 4 Cokoladice, njih
lako moze uravnoteziti koriste¢1 utegeod 1 g1 3 g.

Uteg od 9 g omogucit ¢e mu uravnotezivanje od 5 do 13
cokoladica, 1 to na sljedec¢i na¢in: Ako na lijevu stranu stavi 5-13
cokoladica, a na desnu uteg od 9 g, onda je taj uteg tezi 1l1 laksi
od lijeve strane za 0-4 g, a to se moze uravnoteziti na gore vec
opisani nacin (pomocu utega od 1 g 13 g). Dakle, koriste¢i utege
od1 g, 3 gi19 g mozemo uravnoteziti od 1 do 13 ¢okoladica.
Ako se na lijevu stranu stavi od 14 do 40 Cokoladica, a na desnu
uteg od 27 g, onda je razlika u njihovim tezinama od 0-13 g, a
kao Sto smo gore vidjeli, to se moZe uravnoteziti sa utezima od
19,3g19g¢.

Na sli¢an nacin, koristeci joS 1 uteg od 81 g, uravnoteziti mozemo
bilo koji broj cokoladica od 41-121.

—



Dario ima pakovanje od 9 kg sjemena trave.
Za svoju livadu treba 2 kg.

Na raspolaganju mu je vaga i uteg od 200 g.
Moze 11 on 1z 9 kg sjemena 1zdvojiti tocno 2 kg
ako vagu moze koristiti samo 3 puta?



» Dario treba staviti uteg od 200 g na lijevu stranu
vage, a zatim rasporediti 9 kg sjemena tako da
vaga bude u ravnotezi. Time ¢e imati 4.4 kg
sjemena na lijevoj 1 4.6 kg na desnoj strani vage.
 Zatim 4.4 kg jednostavno rasporedi na vagu tako
da bude uravnotezi. Time Ce na svakoj strani imati
2.2 Kqg.

» Nakon toga na lijevu stranu vage stavi uteg od
200 g, a na desnu i1z jedne skupine od 2.2 kg
1zdvoj1 sjeme kojim Ce to uravnoteziti. Time Ce
mu u toj skupini ostati 2 kg sjemena.

—



Ana 1ma 4 sli¢ne dinje.

Kako 1h vagati da b1 1h poredala od najteze do
najlakse?

Vagu moze koristiti 5 puta.



Podijelimo dinje u dvije skupine - po dvije dinje u svakoj
skupini.

U prvom vaganju usporedimo dinje iz 1. skupine.
Oznacimo s a tezinu teze dinje, a s b tezinu lakse, a>Db.
U drugom vaganju usporedimo dinje iz 2. skupine.
Oznacimo s C tezinu teZe dinje, a s d tezinu lakSe, ¢>d.
Sad usporedimo tezu dinju 1z 1. s teZzom dinjom 1z 2.
skupine. Imamo dvije mogucnosti:

1.) Ako je a>c, tada je a>c>d, pa nam preostaje joS samo
da b usporedimo s c i d, a za to su nam dovoljna joS dva
preostala vaganja.

2.) A ako je c>a, onda je c>a>b, pa nam preostaje da d
usporedimo s a i b, a za to su nam takoder dovoljna dva
preostala vaganja.

—



U pakovanju se nalaze 24 kg Secera.
Mozemo 11 1zdvojit1 9 kg SeCera koristec1 vagu samo
tr1 puta (bez koriStenja utega)?



Mozemo.
1. vaganje: Podijelimo 24 kg Secera na dva

jednaka dijela - sva
2. vaganje: Sad poc

K1 ce 1imati1 12 kg.

1jelimo 12 kg Secera na dva

jednaka dijela - sva

K1 ce 1mat1 6 kg.

3. vaganje: Konacno, podijelimo 1 6 kg Secera na

dva jednaka dijela -

svaki ¢e 1imati 3 kg.

Sad uzmimo 6 kg Secera koj1 su nam preostali 1z
drugog vaganja 1 3 kg Secera iz tre¢eg - oni
zajedno Cine 9 kg Secera.

—



Arheolog 1ma 101 staru kovanicu. Zna da je medu
njima jedna laZna 1 da je njezina tezina drugacija od
tezine ostalih (a sve ostale su medusobno jednakih
teZina).

Moze 11 on otkriti je 1 lazna kovanica laksa 1l1 teza
od ostalih, ako mu je dopusSteno da samo dva puta
koristi vagu?




Moze. Naime, kovanice treba podijeliti u 3 grupe: od 33, 331 35
kovanica (grupe a, b 1 ¢). Nakon toga prvo treba usporediti grupe a |
b pomocu vage.

» Ako su one jednako teSke, tada su sve kovanice u njima prave (a
Ima ih 66). Uzmemo bilo kojih 35 ispravnih kovanica i stavimo ih
na jednu stranu vage, a na drugu stranu grupu ¢ (u kojoj je lazna
kovanica). Ako je grupa c teza, onda je i lazna kovanica teza; u
suprotnom je laksa.

« Ako grupe a i b nisu jednako teske, onda je u jednoj od njih lazna
kovanica, pa su sve kovanice u grupci ¢ prave. Uzmemo bilo koje
33 kovanice iz grupe ¢ i usporedimo njihovu tezinu s tezinom teze
grupe (uzmimo da je to grupa a). Ako su tezine jednake, onda je
lazna kovanica u grupi b 1 ona je lakSa od ostalih. A ako je grupa a
teZza od ove 33 kovanice i1z grupe C, onda je lazna kovanica u njoj 1
ona je takoder teza.

—



Carobnjak je Dori pokazao 12 novéié¢a jednakog
1zgleda. Svi su bili jednako teSki, osim jednog
laznog koji1 je bio 1l1 1aksi 111 tez1 od ostalih.
Moze 11 Dora naci lazni nov¢i€ koristeC1 vagu samo
3 puta?




Moze. Treba uciniti sljedece:

Novci¢e oznac¢imo rednim brojevima i podijelimo ih u 3 grupe: grupa A sadrzi novcice
1,2, 3,4; grupaB novcice 5, 6, 7,8; agrupaC nov¢ice 9, 10, 11, 12.

1. vaganje: Usporedimo grupe Ai B.

» Ako su im teZine jednake, tada su prvih 8 novcica pravi.
2. vaganje: Bilo koja 2 prava nov¢i¢a usporedimo s nov¢i¢ima 9 i 10.
AKko su im teZine jednake, onda je lazni nov¢ic¢ 11 ili 12;
a ako im teZine nisu jednake, onda je lazni novcic 9 ili 10.
3. vaganje: Usporedimo jedan od dva "osumnjicena" novci¢a s jednim pravim da
bismo otkrili koji je od "osumnji¢enih' lazni.
» Ako grupe A i B nisu jednako teSke, tada su svi nov¢iéi iz grupe C pravi. Pretpostavimo
da je grupa A teza od grupe B. Lazni nov¢ic je ili u grupi A (u tom slucaju on je tezi od
ostalih) ili u grupi B (u tom slucaju on je laksi od ostalih).
2. vaganje: Stavimo nov¢ice 1, 2, 3, 5 na jednu stranu vage, a novcice 4, 9, 10, 11 na
drugu stranu.
Ako su jednako teSki, onda je lazni nov¢i¢ 6, 7 ili 8, i on je laksi od ostalih. Pronaci
¢emo ga u skladu s rjeSenjem 1. zadatka iz ove prezentacije (samo jednim vaganjem).
Ako je grupa (1,2,3,5) teza, onda je lazni nov¢ic 1, 2 ili 3, i on je tezi od ostalih
(ponovo ga moZemo pronaci u skladu s rjeSenjem 1. zadatka).
Ako je grupa (1,2,3,5) laksa, tada je lazni novc¢ic ili 5 ili 4, a pronadi ¢emo ga tako
da bilo kojeg od njih usporedimo s bilo kojim pravim novcic¢em (3. vaganije).

I
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Postoji joS jedan nacin za pronalazenje laznog novcica.
1. vaganje:

Usporedi tezine grupa (1,2,3,10) 1 (4,5,6,11).

2. vaganje:

Usporedi tezine grupa (1,2,3,11) 1 (7,8,9,10).

3. vaganje:

Usporedi tezine grupa (1,4,7,10) 1 (2,5,8,12).

Nakon toga Dora moze reci koji je novCi€ lazni.

Razmisli: Koji ¢e biti rezultati vaganja ako je 1. nov¢i¢ lazan? A
ako je 2. novCi€ lazan? A trec¢i? Itd.
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